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ОДНА ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА НА РАВНОУГОЛЬНЫХ
СИСТЕМАХ ТОЧЕК ДЛЯ ЧАСТИЧНО НЕНАЛЕГАЮЩИХ
ОБЛАСТЕЙ И ОТКРЫТЫХ МНОЖЕСТВ
Результаты этой работы получены в хорошо известном направление геометрической теории функ-
ций комплексного переменного – экстремальным задачам на классах непересекающихся областей.
Его начало положено с классической работы Лаврентьева [1], в которой, в частности, был впервые
решена задача о произведении конформных радиусов двух непересекающихся областей. Сейчас
этот раздел геометрической теории функций комплексного переменного испытывает активное
развитие. Основные классические результаты можно найти в работах [2]–[13]. Результаты этой
работы усиливают некоторые результаты работы [7].
Ключевые слова: внутренний радиус области, квадратичный дифференциал, кусочно-разде-
ляющее преобразование, функция Грина, равноугольная система точек, логарифмическая ем-
кость, вариационная формула, неналегаюшие области, открытое множество, частично нена-
легаюшие области.
1. Основные определения.
Пусть N, R; C — множество натуральных, действительных и комплексных чи-
сел, соответственно, и R+ = (0;1).
Пусть n;m 2 N. Систему точек
An;2m 1 = fak;p 2 C : k = 1; n; p = 1; 2m  1 g;
будем называть (n; 2m 1)-равноугольной системой точек на лучах, если для всех
k = 1; n справедливы соотношения:
0 < jak;1j < : : : < jak;2m 1j <1;
arg ak;1 = arg ak;2 = : : : = arg ak;2m 1 = 2n (k   1):
(1)
Также, введем в рассмотрение следующую систему угловых областей:
Pk = fw 2 C : 2
n
(k   1) < argw < 2
n
kg; k = 1; n:
Обозначим два “управляющих”, функционала для произвольной (n; 2m   1)-
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где (t) = 12(t+
1
t ), t 2 R+:
Пусть D, D  C – произвольное открытое множество и w = a 2 D, тогда D(a)
обозначает связную компоненту множества D, которая содержит точку a. Для
произвольной системы точек (n; 2m   1) и открытого множества D, An;2m 1  D
обозначим через Dk (as;p) связную компоненту множества D (as;p)
T
Pk, которая
содержит точку as;p, k = 1; n; s = k; k + 1, p = 1; 2m  1, an+1;p := a1;p. Обо-
значим Dk(0) (соответственно Dk(1)) связную компоненту множества D(0)
T
Pk
(соответственно D(1)TPk), содержащую точку w = 0 (соответственно w =1).
Будем говорить, что открытое множество D, f0;1g [An;2m 1  D удовлетво-




































k = 1; n; p; s; u = 1; 2m  1; s 6= u для всех углов Pk:






и открытое множество D, удовлетворяет условие неналегания (2).
Пускай r(B; a) — внутренний радиус области B  C относительно точки a 2 B
(см. [4–7, 14]).
2. Результаты.
Предметом изучения данной работы являются следующие задачи.
Задача 1. Пусть n;m 2 N, n  2; ;  2 R+. Определить максимум функцио-
нала












r (D; ak;2p) ;
где An;2m 1 – произвольная (n; 2m 1)-равноугольная система точек, удовлетворя-
ющая соотношению (1), D – произвольное открытое множество, удовлетворяющее




Задача 2. Пусть n;m 2 N, n  2; ;  2 R+. Определить максимум функцио-
нала












r (Bk;2p; ak;2p) ;
где An;2m 1 – произвольная (n; 2m   1)-равноугольная система точек, удовлетво-
ряющая соотношению (1), fB0; Bk;p; B1g – произвольная система частично нена-
легающих областей, 0 2 B0;1 2 B1; ak;p 2 Bk;p  C, и определить все экстремали
(k = 1; n; p = 1; 2m  1).
Теорема 1. Пусть ;  2 R+; n;m 2 N; n  3: Тогда для произвольной
(n; 2m  1)-равноугольной системы точек, удовлетворяющей условию (1), и про-
извольного открытого множества D; удовлетворяющего условию неналегания
(2) относительно системы точек f0;1g [ An;2m 1, 0;1; ak;p 2 D  C; k = 1; n;
p = 1; 2m  1; справедливо неравенство







































точки ak;p и области B0; B1; Bk;p являются, соответственно, полюсами и кру-
говыми областями квадратичного дифференциала











4m  2( + ) (1 + wn)2m
1  iw n2
4m   1 + iw n2 4m2 dw
2: (4)
Теорема 2. Пусть ;  2 R+; n;m 2 N; n  3: Тогда для произвольной
(n; 2m  1)-равноугольной системы точек, удовлетворяющей условию (1), и про-
извольной системы частично неналегающих областей fB0; Bk;p; B1g; удовлетво-
ряющей условию (3), ak;p 2 Bk;p  C; k = 1; n; p = 1; 2m  1; 0 2 B0  C;
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1 2 B1  C; справедливо неравенство


































Равенство в этом неравенстве достигается, когда точки ak;p и области B0; B1;
Bk;p являются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадратич-
ного дифференциала (4).
3. Доказательства.
Доказательство теоремы 1. Сразу отметим, что из условия неналегания сле-
дует, что capCnD > 0 и множество D имеет обобщенную функцию Грина gD(z; a);
где gD(z; a) =
8>><>>:
gD(a)(z; a); z 2 D(a);
0; z 2 CnD(a);
lim
!z
gD(a)(; a);  2 D(a); z 2 @D(a)
– обобщенная функция Гри-
на множества D относительно точки a 2 D, и gD(a)(z; a) – функция Грина области
D(a) относительно точки a 2 D(a):
Далее, мы будем использовать методы работ [6, 7, 9]. Введем в рассмотрение
следующие множества E0 = CnD; U t = fw 2 C : jwj 6 tg ; t =

w 2 C : jwj > 1t
	
;
E(ak;p; t) = fw 2 C : jw   ak;pj 6 tg, k = 1; n, p = 1; 2m  1, n > 3, n;m 2 N,
t 2 R+. Для достаточно малых t > 0 определим конденсатор
C (t; D; An;2m 1) =














E(ak;2p; t). Емкостью конденсатора
C (t; D; An;2m 1) мы назовем величину (см. [5, 7])







где нижняя грань берется по всем непрерывным и липшицевым в C функциям
























Будем называть модулем конденсатора величину
jCj = [capC] 1 :
125
А. Л. Таргонский
Согласно теореме 1 [6] имеем
jC (t;D;An;2m 1) j = 1
2
 2




























































zk(w) = ( 1)k i  w
n
2 ;
реализует однолистное и конформное отображение области Pk на правую полу-






отображает однолистно и конформно область Pk на единичный круг
U = fz : jzj  1g, k = 1; n.
Очевидно, что k (0) = 1; k (1) =  1; k = 1; n:
Определим !(1)k;p := k (ak;p), !
(2)





0 := n (k = 1; n; p = 1; 2m  1).
Согласно формуле (7), получаем следующие асимптотические соотношенияk(w)  k(ak;p)   2
n
 
ak;pn2 jak;pj 1  jw   ak;pj;
w ! ak;p; w 2 P k:k 1(w)  k 1(ak;p)   2
n
 
ak;pn2 jak;pj 1  jw   ak;pj;
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w ! ak;p; w 2 P k 1; k = 1; n; p = 1; 2m  1; (8)k(w)  1  2jwjn2 ; w ! 0; w 2 P k; k = 1; nk(w) + 1  2jwj n2 ; w !1; w 2 P k; k = 1; n: (9)
Пусть, также, множество 












, содержащей точку !(1)k;p, а 












, содержащей точку !(2)k 1;p, k = 1; n,
p = 1; 2m  1, P 0 := Pn;
(2)0;p := 
(2)n;p. Отметим, что
(s)k;p вообще говоря, многосвяз-
ные области, k = 1; n, p = 1; 2m  1, s = 1; 2. Пара областей 
(2)k 1;p и 
(1)k;p является
результатом кусочно-разделяющего преобразования открытого множестваD отно-
сительно семейства углов fPk 1; Pkg, fk 1; kg в точке ak;p, k = 1; n; p = 1; 2m  1:
Пусть 












1, k = 1; n; 





















разделяющего преобразования открытого множества D относительно семейства







является результатом кусочно-разделяющего преобразования откры-
того множества D относительно семейства углов fPkgnk=1 и функций fkgnk=1 в
точке w =1, k = 1; n:
Рассмотрим конденсаторы



























































k = 1; n, s = 0; 1; 2, fPkgnk=1 – система углов, соответствующая системе точек
An;2m 1. Пусть операция [A], определяет множество A  C, симметричное мно-
жеству A относительно единичной окружности jwj = 1. Из этого следует, что
конденсатору C (t; D; An;2m 1), при кусочно-разделяющем преобразовании отно-
сительно углов fPkgnk=1 и функций fkgnk=1, соответствует множество конденсато-
ров fCk (t; D; An;2m 1)gnk=1, симметричных относительно fz : jzj = 1g. Согласно

















Формула (5) выражает асимптотику модуля конденсатора C (t; D; An;2m 1)
при t ! 0. Используя соотношения (8), (9) и тот факт, что множество D удо-
влетворяет условию неналегания относительно системы точек An;2m 1, для кон-
денсаторов Ck (t;D;An;2m 1), k = 1; n, мы получим аналогичные асимптотические
представления
jCk (t;D;An;2m 1) j =
=
1
2 ( (2m+ n  2) + 2m) log
1
t

















































































































375 ; k = 1; n:
С помощью (12), мы получаем






2 ( (2m+ n  2) + 2m)
log 1t


















!21A ; t! 0: (13)
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Используя соотношение (13), имеем
nX
k=1











Mk (D;An;2m 1) + o
0@ 1
log 1t
!21A ; t! 0:
(14)








2n ( (2m+ n  2) + 2m)

 



















Mk (D;An;2m 1) + o(1); t! 0: (15)





n ( (n+ 2m  2) + 2m)  log
1
t
+M(D;An;2m 1) + o(1) 6
6
log 1t






Mk (D;An;2m 1) + o(1): (16)







Mk (D;An;2m 1) : (17)




n2 ( (n+ 2m  2) + 2m)2 
hn2
4

























































































































































































































































Доказательство теоремы заканчивается аналогично доказательству теорема
3.3.3 [7]. 
Доказательство теоремы 2. В случае частично неналегающих областей, от-
крытое множество введенное соотношением (3), удовлетворяет условию (2). Тогда,
мы имеем
B0; Bk;p; B1  D; k = 1; n; p = 1; 2m  1: (18)
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Из (18), используя результаты работ [4, 5, 14], мы получаем
r (B0; 0)  r (D; 0) ; r (B1;1)  r (D;1) ;
r (Bk;p; ak;p)  r (D; ak;p) ; k = 1; n; p = 1; 2m  1: (19)
Перемножая неравенства (19), можем сделать вывод, что












r (Bk;2p; ak;2p) 












r (D; ak;2p) :
При этом, используя теорему 1, получаем окончательный результат. 
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A. L. Targonskii
One extremal problem on equiangular systems of points for partially non-overlapping
domains and open sets.
Results of this work are received in the well-known direction geometrical theory of functions of the
complex variable. It the direction is called – extremal problems on classes the non-overlapping domains.
Its beginning is necessary with classical work Lavrentyeva [1] in which, in particular, was put for the
ﬁrst time also the task about work of conformal radiuses of two is solved non-overlapping domains.
This section geometric theory function complex variable is experienced by active development now. It
is possible to examine the main classical results in works [2]–[13]. Results it was succeeded to receive
the strengthening results of work [7] in this work.
Keywords: inner radius of domain, quadratic diﬀerential, piecewise-separating transformation, the
Green function, radial systems of points, logarithmic capacity, variational formula, non-overlapping
domains, open set, partially non-overlapping domains.
А.Л. Таргонський
Одна екстремальна задача на рiвнокутнiй системi точок.
Результати цiєї роботи отриманi у добре вiдомому напряму геометричної теорiї функцiй ком-
плексного змiнного – екстремальним задачам на класах неперетинних областей. Його початок
покладено з класичної роботи Лаврентьєва [1], у якiй, зокрема, вперше розв’язана задача о до-
бутку конформних радиусiв двох неперетинних областей. Зараз цей роздiл геометричної теорiї
функцiй комплексного змiнного перебуває у активному розвитку. Основнi класичнi результати
можно знайти у роботах [2]–[13]. Результати цiєї роботи посилюють деякi результати робiт [7].
Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, квадратичний диференцiал, кусково-подiляюче
перетворення, функцiя Грiна, рiвнокутна система точок, логарифмiчна ємнiсть, варiацiйна
формула, неперетиннi областi, вiдкрита множина, частинно неперетиннi областi.
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